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1 研究背景
流れの支配方程式には移流項と拡散項を含んでおり,そ
れらの項の性質によって流れの特徴が変化する.そのため,
流れの特徴に合った解法を選択する必要がある.特に移流
項が卓越する場合,解が不安定になりやすく,これを解決
するために,本研究では近年さまざまな高精度手法が開
発されている特性法を用いる. 特性法に基づく代表的な
手法として,風上側の物理量を局所 Hermite補間関数に
よって近似し,semi-Lagrange法によって移流計算を行う
CIP(cubic-interpolated pseudoparticle/propagation)法
がある.また有限要素法として,時間微分項と移流項をLa-
grange微分の形で表し,その項を差分近似した後,Galerkin
法によって離散化する特性有限要素法がある. 本研究で
は,移流計算と非移流計算を分け, 移流計算を事前に行う
semi-Lagrange法を有限要素法に組み込んだ特性有限要
素法を用いる. semi-Lagrange法で必要な物理量の補間
を有限要素法における内挿補間としてとらえ,物理量の導
関数値を自由度を含む Hermite型要素を semi-Lagrange
法によって移流計算に適用する.更に,非移流計算におい
ても同様の要素を適用し,陰解法によって離散化する.
本研究では,断熱状態下での二層流体に特性有限要素法
を適用する. 本研究において, 二層流体とは二つの異な
る領域に存在する異なる密度を持つ流体のことを意味す
る.支配方程式として,質量保存則と運動量保存則を用い
る. また本研究では液体を仮定するため, 状態方程式に
Birch-Murnaghanの状態方程式を適用する.また界面を
3次の B-スプライン関数を用いて曲線を表し,曲率の計
算を行う.
2 支配方程式
支配方程式には,断熱状態を仮定した運動量保存則と質
量保存則を用いる.
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構成式は以下のように表される.
ij =  pij + ij (3)
ij = uk;k +  (ui;j + uj;i) (4)
本研究では液体を仮定しているため,状態方程式として
Birch-Murnaghanの状態方程式を用いる.
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ui,,,0,0,はそれぞれ流速,密度,粘性係数,参照密度,
体積弾性係数,体積粘性係数である.
3 特性有限要素法
時間 tでの流体粒子の位置を xi とし,時間  での位置
をXi(xi; t; )と仮定したとき,粒子曲線は以下の式によっ
て表すことができる.
dXi
d
= ui (Xi (xi; t; ) ; ) ; Xi (xi; t; t) = xi (6)
その結果,時間微分項は以下のように表すことができる.
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支配方程式は移流項と非移流項に分け,移流項に対しては
特性法を適用する. 時間 nのときの流速と密度を uni ,n
としたとき,上流点での対応する値を ~ui,~と仮定すると,
以下の関係式を導くことができる.
un+1i = ~ui +t _ui
n+1 (9)
n+1 = ~+t _n+1 (10)
ここで
~ui = ui (Xi; (xi; t; t) ; t) at t = tn (11)
~ =  (Xi; (xi; t; t) ; t) at t = tn (12)
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上流点Xni の位置の計算は二次精度によって求めること
ができる.
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移流計算による流速と密度の値は Hermite型三角形三次
要素によって計算する.
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4 界面条件
二つの流体を分ける界面は,以下の二つの条件式を満た
している.
[ (un   n)] = 0 (19)
[ul (un   n)] = nl (20)
ここで [ ]は以下の意味としている.
[A] = A+  A  (21)
添字の +と  は界面を挟んだそれぞれの流体のことを
指している.  と はそれぞれ表面張力係数と界面の曲
率を表している. また n は界面速度を表し,以下の式に
よって求めることができる.
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本研究では界面を 3次の B-スプライン関数によって表し
ている. そのため,曲率の計算は B-スプライン関数を用
いて計算することができる.
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_xと xはそれぞれ _x = dxds ,x =
d2x
ds2 を表している. このと
き sは B-スプライン関数のパラメーターを指している.
5 有限要素方程式
質量保存則,運動量保存則の有限要素方程式を以下のよ
うに示す.
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ここで各行列は以下のように表される.
M =
Z
V
(HH) dV; Gi =
Z
V
(H;iH) dV;

 =
Z
S
H
 
+     dS  n;
Dij =
Z
V
(H;iH;j) dV;
X
i
=
Z
S
H (ni) dS
6 数値解析例
6.1 Cavity流れ問題
本手法の妥当性を検討するために,Cavity内強制対流問
題を扱う. この問題は,２次元領域内で上部を除く 3方
の側面を固定壁に囲まれ,上部の壁面が u = 1で移動す
ることで, 領域内の流体が対流を起こす問題である. ま
た固定壁では no-slip 条件である u = 0,v = 0, @ui@xj = 0
を与える. 上部境界には no-leak条件を与えている. そ
れは上部境界に対して leak条件より no-leak条件を与え
た方が精度の高い計算結果を得ることができるためであ
る. 流れの特性を決めるパラメーターであるレイノルズ
数Re = 1000を用い,時間増分量t = 0:001として解析
を行う. また比較対象として,Ghiaと Erturkの計算結果
を用いる. 数値解析領域と境界条件を図１で示す. 解析
には節点数 14641,要素数 28800のメッシュを用いる. 有
限要素分割図は,図２で示す. 有限要素分割図は縦と横で
共に,121分割となっている.
図 1: 数値解析領域 図 2: 有限要素分割図
6.2 正方形内での二層流体問題
正方形の計算領域を用いた二層流体の解析を行う. 高
密度流体 
+ と低密度流体 
  を持つ数値解析領域と境
界条件を図３で示す. 有限要素分割図は図４に示す. 解
析には節点数 55654,要素数 110826のメッシュを用いる.
初期状態として,円形の低密度流体 
 は高密度流体 
+
の中心に配置している. 図５では,初期状態を表している.
本数値解析例では,ケース１において低密度差を持つ二層
流体の解析,ケース２において表面張力を考慮しない二層
流体の解析,ケース３において高密度差を持つ二層流体
の解析を行う. ケース１では高密度流体 + = 1:0,低密
度流体   = 0:99の 0:01の低密度差を持つ二層流体を解
析を行う. ケース２では表面張力を考慮しないため,表面
張力係数  = 0:0のケース１と同様の低密度差を持つ二
層流体の解析を行う. ケース３では高密度流体 + = 1:0,
低密度流体   = 0:65の 0:01の低密度差を持つ二層流
体を解析を行う. ケース１,３における,表面張力係数は
 = 0:01としている.
図 3: 数値解析領域 図 4: 有限要素分割図
6.3 東京湾内での二層流体問題
東京湾は縦幅 60km,横幅 20kmであり,水深は比較的
浅く,平均 20m程です. 本数値解析例では,東京湾で起き
る原油流出事故によって流出した原油を二層流体問題と
仮定し,どのような挙動で原油が拡散をするのかを解析
することを目的としている. 有限要素分割図は図５に示
す. 解析には節点数 18722,要素数 36744のメッシュを用
いる. また表面張力係数  = 0:01を用いる. 境界条件は
東京湾の外周の流速,流速の一次導関数を共に 0としてい
る. 本数値解析例では,ケース１において高密度流体 (海
水)+ = 1:0の中央に円形の低密度流体 (石油)  = 0:95
を配置する二層流体の解析を,ケース２において低密度流
体 (海水)  = 1:0の中央に円形の高密度流体 + = 1:1
を配置する二層流体の解析を行う. 東京湾の横幅を Lと
したとき,内部の円形の直径は 0:05Lである.
図 5: 有限要素分割図
7 数値解析結果
7.1 Cavity流れ問題
Cavity中心線上の流速分布図を図６に示す. 密度分布
図を図７に示す. 図６の流速分布図より,Ghiaや Erturk
らの計算結果と同様の結果を得ることができた. このこ
とから,微小な圧縮性を持つ流れに対して,特性有限要素
法が有効であることが示された.
図 6: 流速分布図
図 7: 密度分布図
7.2 正方形内での二層流体問題
ケース１における低密度差を有する二層流体の密度分
布図を図８ (a)-(b) に示す. 時間経過と共に低密度流体

  が広がっていき, 無次元時間 T = 7:0 のときに図８
(a)のように最大に広がる. その後,少し収縮して無次元
時間 T = 10のときに図９ (b)に変化する. ケース２にお
図 8(a): 密度分布図
(T=7.0)
図 8(b): 密度分布図
(T=10.0)
ける表面張力を考慮しない二層流体の密度分布図を図９
(a)-(b)に示す. 無次元時間 T = 2:0のとき,領域内の密
度は一定となる. このことから表面張力が混合しない二
層流体の重要な要因になることを表している. ケース３
における高密度差を有する二層流体の密度分布図を図１
０ (a)-(b)に示す. 時間経過とともに低密度流体 
 が広
がっていくが,ねじれが大きくなり,最終的に無次元時間
T = 0:5のときに歪んだ星型の形に変化した. 数値計算
は無次元時間 T = 0:5で終わっている. これはメッシュ
をより複雑な形状に再構築することができなかったため
